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Théorème des deux carrés

Notations :

� Zris �
 
a� ib : a, b P Z

(
Zris est un anneau euclidien (donc principal et factoriel) pour le stathme

N : Zris ÝÑ N
z � a� ib ÞÝÑ Npzq � zz � a2 � b2

et Zris� �
 
� 1 , �i

(
.

� Σ �
 
n P N : Da, b P Z n � a2 � b2

(
et Σ est stable par multiplication.

� P �
 
p P N : p premier

(

Lemme. p P Σ ðñ p non irréductible dans Zris.
Proposition. p P Σ ðñ p � 2 ou p � 1 r4s.

Théorème des deux carrés. n �
¹
pPP

p
νppnq

P Σ ðñ 2 | νppnq pour p � 3 r4s

Démonstration du Lemme.

ùñ Comme p P Σ, p � a2� b2 � pa� ibqpa� ibq. Or, p P P donc a, b � 0. Ainsi, a� ib, a� ib R Zris�.
ðù Si p � zz1 avec z, z1 P ZriszZris� alors Nppq � p2 � NpzqNpzq. Or, z R Zris� donc Npzq � 1.

Ainsi, Npzq � p et p P Σ.

Démonstration de la proposition.

Soit p P P. Comme Zris est factoriel, on a :

p P Σ ðñ p non irréductible de Zris
ðñ ppq � pZris n'est pas premier

ðñ Zris
L
ppq n'est pas intègre

Or, par le théorème d'isomorphisme on a :

Zris
L
ppq � ZrXs

L
pX2 � 1, pq � ZrXs

L
ppq

M
pX2 � 1q � FprXs

L
pX2 � 1q

D'où :
p P Σ ðñ FprXs{pX2 � 1q n'est pas intègre

ðñ pX2 � 1q � pX2 � 1qFprXs n'est pas premier

ðñ X2 � 1 admet une racine dans F�p
ðñ p�1q P F�2p

Or,
p�1q P F�2p ðñ p�1q

p�1
2 � 1

En e�et, si p � 2 alors par bijectivité du morphisme de Frobenius : F2
2 � F2. Supposons donc p ¡ 2. Si

p�1q
p�1
2 alors il existe x P Fp tel que �1 � x2. D'où, par le théorème de Lagrange : p�1q

p�1
2 � x2

p�1
2 �

xp�1 � 1.
Ainsi, F�2p � X �

 
x P Fp : x

p�1
2 � 1

(
. Or, Fp étant un corps, le polynôme X

p�1
2 � 1 a au plus

p� 1

2

racines dans Fp. Ainsi, |X| ¤
p� 1

2
.

1



D'où, par le théorème d'isomorphisme on obtient :
���F�p

M 
� 1

(��� � ��F�2p
�� � p�1

2 .

Finalement, par inclusion et égalité des cardinaux on obtient : F�2p � X, i.e., x P F�2p ðñ x
p�1
2 � 1.

Dans notre cas, si p � 2 :

p P Σ ðñ p�1q P F�2p ðñ p�1q
p�1
2 � 1 ðñ

p� 1

2
est pair

ðñ
p� 1

2
� 2k ðñ p � 4k � 1 ðñ p � 1 r4s

D'où le résultat.

Démonstration du théorème.

ðù Par stabilité de Σ par multiplication, il su�t que chaque p P Σ ou pνppnq P Σ pour tout p P P.
Comme p est premier ou bien p � 1 r4s ou bien p � 3 r4s.
Or, par la proposition précédente si p ðñ 1 r4s alors p P Σ et donc pνppnq P Σ. Si p � 3 r4s alors par
hypothèse νppnq � 2k. Or, un carré est toujours dans Σ donc p2k P Σ.

ùñ Soit p P P tel que p � 3 r4s. On veut montrer que 2
��νppnq. Pour cela, on procède par récurrence

sur νppnq :
pHdq : 2

�� νppnq pour tout νppnq ¤ d

pH0q : Évident car νppnq � 0.
pHdq Ñ pHd�1q : Par dé�nition de n, p

��n. Or, par hypothèse n P Σ, i.e., n � a2 � b2 � pa � ibqpa � ibq.
Donc p

�� pa � ibqpa � ibq. Mais p est premier donc par le lemme de Gauss, p
�� a � ib ou p

�� a � ib. De plus,
a, b P Z ainsi dans les deux cas : p

�� a ET p
�� b . Donc p2 ��n.

D'où : νp
�
n
p2

	
� νppnq � 2 ¤ d car νppnq ¤ d� 1.

Or par hypothèse de récurrence, 2
�� pνppnq � 2q et donc 2

�� νppnq.
Ce qui conclut la récurrence et donc le théorème.
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