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Théoréme des deux carrés

NOTATIONS :
o Zli)={a+ib : a,beZ}
Z[1] est un anneau euclidien (donc principal et factoriel) pour le stathme
N : Z]i] — N
z=a+ib —> N(z2)=2z=a?+1?
et Z[i]* ={+1, +i}.
o M= {n eN : Ja,beZ n=da>+1? } et X est stable par multiplication.

o Pz{peN : ppremier}

Lemme. peXYX <= p non irréductible dans Z|i].
Proposition. pe¥ << p=2oup=1[4].

Théoréme des deux carrés. n = prp(") €Y << 2|yy(n) pour p=3[4]
peP

Démonstration du Lemme.

Comme p€ ¥, p = a® +b? = (a +1ib)(a — ib). Or, p € P donc a,b # 0. Ainsi, a +ib,a — ib ¢ Z[i]*.
Si p = 22" avec z,2' € Z[i|\Z[i]* alors N(p) = p?> = N(2)N(z). Or, z ¢ Z[i]* donc N(z) # 1.
Ainsi, N(z) =pet pe X.

O

Démonstration de la proposition.
Soit p € P. Comme Z][i] est factoriel, on a :

peEY <= p non irréductible de ZJ[i]
< (p) =pZ|i] n’est pas premier

> Z[i]/(p) nlest pas intégre

Or, par le théoreme d’isomorphisme on a :

ZIil/(p) ~ ZIX]/(X*+1,p) ~ Z[X]/(p)/(XQJrl) ~ Fp[X]/(X? +1)

o peY < T [X]/(X2+1) nlest pas intégre
= (X?+1)=(X?*+1F,[X] nest pas premier
— X%41 admet une racine dans F,
= (-1)eF:?

Or,

(-1)eF? — (-7 =1

En effet, si p = 2 alors par bijectivité du morphisme de FROBENIUS : F3 = Fy. Supposons donc p > 2. Si
p—1 -1 -1
(=1)%7 alors il existe z € F, tel que —1 = 22. D’ot, par le théoréme de LAGRANGE : (-7 =227 =

Pl = 1.
. . ) p—1 L, ~ p—1 p
Ainsi, Fj7 ¢ X = {ac eF, : z2 = 1}. Or, F, étant un corps, le polynéme X 2 — 1 a au plus
-1
racines dans [F,,. Ainsi, | X| < pT
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D’ot1, par le théoréme d’isomorphisme on obtient :

Fp /{2 1}| = [F32| = 25t

Finalement, par inclusion et égalité des cardinaux on obtient : IF;Q =X, ie,xelF ;2 — 12z =1.
Dans notre cas, si p # 2 :

1
peY <« (-1)eF® <« (-1)z =1 <« “—— estpair
D’ou le résultat.

Démonstration du théoréme.
Par stabilité de ¥ par multiplication, il suffit que chaque p € ¥ ou p*»(™ € ¥ pour tout p € P.
Comme p est premier ou bien p = 1[4] ou bien p = 3 [4].

Or, par la proposition précédente si p <= 1[4] alors p € ¥ et donc pr(M) e ¥ Sip=3 [4] alors par
hypothése vp(n) = 2k. Or, un carré est toujours dans ¥ donc p?Fex.

Soit p € P tel que p = 3[4]. On veut montrer que 2|vp(n). Pour cela, on procéde par récurrence
sur vp(n) :
(Hg) : 2|vp(n)  pour tout vy(n) <d

(Hp) : Evident car vy(n) = 0.

(Hy) — (Hgy1) : Par définition de n, p‘n. Or, par hypothése n € ¥, i.e., n = a® + b*> = (a + ib)(a — ib).
Donc p‘ (a +ib)(a — ib). Mais p est premier donc par le lemme de GAUSS, p ‘ a +ibou p ‘ a — 1b. De plus,
a,b € Z ainsi dans les deux cas : p‘a ET p‘b . Donc p? ‘n

Dot : v, (%) =vp(n) —2 < d car vp(n) < d+ 1.

Or par hypothése de récurrence, 2| (v,(n) — 2) et donc 2 |v,(n).

Ce qui conclut la récurrence et donc le théoréme.



